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MATEMATICKO MODELOVANJE PROCESA DEFORMISANJA

Matematicko modelovanje procesa deformisanja je postupak matematickog opisivanja procesa
deformisanja. Sa jedne strane, ovaj opis mora biti relativno jednostavan, a sa druge strane i dovoljno
tacan, da bi odgovorio svojoj nameni koja je definisana od strane kreatora modela.

Matematicki model se obicno sastoji od skupa jednacina kojima treba da su opisane sve vaznije pojave ili
procesi znacajni za postavljeni problem. Karakteristike sredine ili objekata izrazene su kroz koeficijente
jednacina.

Za nalazenje reSenja formulisanog modela matematickim metodama koriste se kako deterministicke
(analiticke i numericke) tako i heuristicke metode i vestacka inteligencija.

Klasi¢na (analiticka) matematika - osnovni cilj utvrditi pod kojim uslovima postoji reSenje nekog
zadatka i koje su osobine tog resenja.

Numericke matematika - efektivno nalazenje resenja sa zadatom tacnoséu. Ta tacnost treba da
bude nesto veca od tacnosti koju obezbeduje matematicki model, ali ne ni suvise visoka, jer se
tacnost pribliznog resenja i tako nece povecati s obzirom na usvojeni model.

Heuristicke metode i metode ,vestacke inteligencije” - se koriste kako bi se ubrzao proces
pronalaZenja dovoljno dobrog resenja, u situacijama kada je kompletno pretrazivanje neprakticno.
Tehnike reSavanja problema, ucenja i otkrivanja koji su bazirani na iskustvu.
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MATEMATICKO MODELOVANJE PROCESA DEFORMISANJA

Analiticke metode

O OO O0OO0O0o

Metoda ravnih preseka (inZenjerska metoda)
Metoda linija klizanja

Metoda vizioplasticnosti (teorija+exp.)
Metoda gornje granice

Varijaciona metoda

Metoda deformacionog rada

Heuristicke metode i metode vestacke inteligencije

Ekspertni sistemi

Soft computing

Monte Carlo

Genetski algoritam
Evoluciono programiranje
Neuronske mreze

Fuzzy logic

Simulirano kaljenje

Tabu algoritam i dr.

Numericke metode

= UBET

= MUBET

= Metoda Konacnih Elemenata
= Metoda Konacnih Zapremina
= Metoda Konacnih Razlika

= Metoda Granicnih Elemenata
= Metoda reziduuma
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U numerickom pristupu resavanja pojedinih tehnickih problema najcesée se koristite neke od
sledec¢ih numerickih metoda:

- Metoda konacnih razlika (Finite Diferences Method) predstavlja numericko resavanje diferencijalnih jednacina na taj
nacin Sto se prirast df funkcije f(x) zameni kona¢nom razlikom (diferencijom) Af funkcije f(x).

- Metoda granicnih elemenata (Boundary Element Method) alternativna je metodi konacnih elemenata uz neke njoj
specificne karakteristike: mali broj jednacina sistema, jednostavna priprema i obrada podataka, dobra aproksimacija
koncentracije naprezanja, itd. '

- Metoda konacnih zapremina (Finite Volume Method) alternativna je metodi konac¢nih elemenata za analizu naprezanja i
deforinacija, kako Cvrstih tela, tako i termoplasticnih.

- Direktna metoda konacnih elemenata (Direct Finite Element Method) koristi se za reSavanje relativno jednostavnih
problema, npr. masinski elementi jednostavnog oblika, statika linijskih konstrukcija i slicno. Zato je ova metoda polazna
osnova za Siru inteipretaciju MKE, zbog svoje jednostavnosti i fizickog znacenja.

- Varijaciona metoda konacnih elemenata (Variational Finite Element Method) temelji se na varijacijskom principu
virtualnih pomaka i principu virtualnih naprezanja. Varijacijska metoda se jednako uspjesSno primenjuje za jednostavne i
slozene probleme. Kod postavljanja matri¢nih jednacina konacnog elementa viSe se primjenjuje varijacijska metoda nego
direktna.

- Metoda energetskog bilansa (Energy Balance Finite Element Method) temelji se na bilansu razlicitih vidova energije,
zbog €ega ima Siru primenu u termostatickoj i termodinamickoj analizi kontinuuma.

- Metoda reziduuma-ostatka (Residual Finite Element Method) temelji se na diferencijalnim jednacinama razmatranog
problema. Narocitu primenu ima kod problema gde je tesSko formulisati funkcional ili kod problema gde funkcional ne
postoji
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METODA KONACNIH RAZLIKA

Metoda konacnih razlika najstarija je metoda za numericko resavanje diferencijalnih jednacina (Euler
u 18. veku). To je ujedno i najjednostavnija metoda ako se koristi jednostavna geometrija.

Bazira se na matematickoj diskretizaciji diferencijalnih jednacina prevodjenjem na jednacine sa
konacnim razlikama

Najcesce se koriste strukturalne mreze kojima su linije poravnate sa linijama koordinatnog sistema.
Obicno se krece od jednacina o¢uvanja u diferencijalnim oblicima koje je potrebno diskretizirati.
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= Na svakom ¢voru mreZe aproksimira se polazna diferencijalna
jednacina tako da se parcijalne derivacije (izvodi) u jednacinama
zamene sa aproksimacijskim izrazima u teku¢em ¢vornom mestu. To
rezultira jednom algebarskom jednacinom po ¢voru mreze, u kojoj su
nepoznate vrednosti promenjive tog i odredenog broja susednih
¢vorova. Naravno, broj jednacina i broj nepoznatih moraju biti
jednaki.

= Zaracunanje jednacina u ¢vorovima potrebne su nam
aproksimacije izvoda. NajcesSce koristene metode za
aproksimacije izvoda-derivacija su aproksimacija pomocu
Taylorovog razvoja u red i aproksimacija polinomom (engl.
polinomical fitting) .
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Osnovna ideja za metodu konacnih razlika leZi u definiciji prvog izvoda funkcije u tacki x..

dy_ A [+ A) - ()
dx Ar—0Ax Ax
axi axﬂ'l
w2 &l 4 el i ¥
A( g] (f(x + Ax) - f(x)'] B [f(x) —f(x— Ax))
d Ax Ax Ax

de Ar—0  Ax Ax
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METODA KONACNIH RAZLIKA

2 2 3 1
W, =M, +[a_u] Ax+ d !: (Ax) + d 1;' (Ax) .
N o dx i dx” i 2 dx . 6

[au] H,'.,J‘J; _H,'_j alu (M}E alu (M}j
)| Ax |(+) — | = - 3 + 3 +
'!— — dx J; Ax ax~ ). 2 dx” ). 6
o i+l,J o T A i ) ij
(2}
[aﬂ'] Wiy j ~Hy d_‘ lim Ay f(x+Ax) - f(x)
dx ), ; Ax dx Av—0Ax Ax '

du du ) (=Ax)Y [d'm)] —-Ax)
Wiy ; =W, ; +[E] {(—Ax) +[a¥1] 7 +[a_r3] 6 +
(-}l Ar 1(+) Y TS i
i-1,j iJ
[a_u] _ W =l ; +O(AY) AprokSImacuavprve- derlvacue
dx i prvog reda tacnosti
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METODA KONACNIH RAZLIKA

U . —U. . Aproksimacija prve derivacije
_ sl i=1, +G{ﬁ_¥']1 o .
2Ax drugog reda tacnosti

O ax | ar | du
>— ' 2 [E.Lr]

".-IIJ !-+1-j r._.l'

x> Ax)? derivacije drugog reda
tacnosti

[ﬁ] =2 © oA Aproksimacija druge
: (
i.j
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METODA GRANICNIH ELEMENATA

Specificha metoda prelaza iz sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina i zadatih grani¢nih uslova ka
njihovoj integralnoj analogiji na granici oblasti koju posmatramo.

Postupak se sastoji u diskretizovanju grani¢ne oblasti strukture grani¢nim elementima, primenom
razliCitih vrsta aproksimacija geometrije granica i grani¢nih funkcija. Iz integralnih odnosa, diskrethom

analogijom, formira se sistem algebarskih jednacina. ReSavanjem sistema dolazi se do trazenih veliCina
na granicama oblasti.

Prednosti:

» Diskretizacija se zaheva samo na granicama
(granicni-rubni elementi).

» Maniji broj stepeni slobode, odnosno sistema
jednacina.

» Jednostavnija priprema podataka.

» Selektivno i ta¢no vrednovanje samo za prethodno
odabrane unutrasnje tacke.

» Bolja preciznost kod problema koncentracije
naprezanja (dobra aproksirnacija singulariteta).

» Pogodna kod modeliranja simetricnih problemai
beskonacéno grani¢nih podrucja

MREE
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METODA GRANICNIH ELEMENATA

plastiénog teenja moke se prikazati funkeijomn naprezanja, cdnosno plastiéneg

potencijala:
Flo, k)= 31, —a, =0 (6.96)
. Ty N , .
pdje s J, =—a druga invarijanta devijatorskog naprezanga,

Ty = Tyl & ), granica plastiénog tedenja,
Sy = Eu. =0y — T’ komponente devijatora tenzord naprezana,
5 =, , naprezanja po dijagonali matrice,

a, =3, = J% ey, ekvivalenino naprezanje.

Za plasticne telenje po Prandtl — Beussu:
def =dAgy, (6.97)

egdije je: dd - fakior proporcionalnosti.

Elasto — plastiéno stanje odredeno slikom 6.22, i temeljem integralne jednadibe glasi:

[(ryu, 1,0, ) ar =[S, e, -0,E, )ag. (6.98)

Ty - vektor rubnog naprezanja,

Ly = vekior rubnog pomaka,

I = kontura,

£2 - podrocje okruizeno konturom I

w, — vektor rubnog pomaka uw podrudju T, (radijalni pomak
plastitnog fronta),

Iy = povrSina - podrudje,

._.L'E-Hc - gamifljena  podudima  naprezanja @ komponente

gdje su:

istezanja pripadajuée jedinice aptereéenja Fj,

v

;) = k, elastitno stanje
: ) = k, podetak plastiénog tedenja
L] ‘i

Stvarna naprezanja i deformacije su dio onetar Sisfog elastineg | dodatnog
plastiénog dijela, tj.

Ty =Ty +T8, £y =&y +E (6.99)
Hookeov zakon cdreduje:
. -

oy =3“['|.r'54.- ‘fir]"'m&u[fu _E.CkIIJ (6.100)
ili = opéim podemim naprezanjemn

ﬁl.' =‘.'_',‘_,| 'EI.I + r—v‘ljpl 56.2“:|--- D"':.'.'. (6.101)
pije e u=0,

Tl = Elﬁ[.l_:: + ] _'”2"—. BER J . (6. 1032)

MODELOVANJE 1 SIMULACIJA
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METODA GRANICNIH ELEMENATA

Unodenjem (6.99) u izraze (61000 do (6. 102) slijedi: : Prirast za ova) 1zraz glosi;
[lrpu, —1,0, Jdr =fo}Eyda . (6.103) 1 o, =ho + ke, +as) (6.113)
za podetne naprezane, prema (6103} :1 Eto reprezentira baeu algoritma
I"J«'Ef'.u""ﬂ - J'EL elded, (6,104) , [f prvom koraku je pretradivanje riesenja elasticnosti za:

= L. A—l ) rl =.“I 2 ¢ )
takoder pofetna formulacija deformacije glasi: * : 7 v (6.114)

1 ponovna wspored by maksimalne vrijednosti ekvivalentnog naprezanja;

[{rym, —e,r, Jar =¥, efdg. (6.105)
o =3, (6.115)
Unutar granice procesa kada Iy — 000 £ — 0 integral jednadibe za neelastiéni rubni
element defimiran je v sljedecem obliku: Ovako odreden podetni faktor optereGenja:
. . o,
E‘.'-t E'I.u']“.l {'1'|':]+ IT.IJ- |:.I'I:.'-'|§| }‘ i {I:‘ }_II {':J I"‘l.lk {"L.'-":l }‘E'r‘ [lﬁl :I = J Elﬂ, E_:I'ulﬂ . I;ﬁ-_][:“-:l} I::LD - ﬂ.mu. {ﬁ] II:}:I
_ ) ) o o i privast plasticnost iteracijom mode podeti:
Prikazana jednadiba (6.106) se zatim modelira | numericki resava. Slijedi
rezultirajuéa matrica pednadzbe sistemna o obliku: = 4 KeP F—at 4 KeP (6.117)

Au = Bi+ DeP | (6,10

odnosno za rubne uvjeie dobiva se: procedurom korak po karak.

Ax=r+De", (6.108) Dretaliniji podaci o MEE mogu se naéi u literaturi [6,7,52,53,54).

Eto scrjefava inverzijom za nepoznate zamjens i otpore (reakeije);
x=ATr+ AT DE" = 2f + Ke”. (6.109)

Prirast definiran jednadXbom (6.1 jest:
5 =Ax +K ,:,”+ﬂ£,"]|. {611

dok &e naprezanje biti u obliku:
ad=Ax+r'+ De? {6110}

i uzimanjem u obeir jednedzbu (6.109) slipedi:
e A v [(AK+DEP =0’ 4+ ke {6.112)




Departman za proizvodno

w FAKULTET TENNICKIN NAUKA
‘ masinstvo "&@, a}g

£ =
= [ MODELOVANJE T SIMULACIJA
= PROCESA DEFORMISANJA

METODA GRANICNIH ELEMENATA

— W
R T

S — - h.
I’..'-‘I""-..-“':' . l- | '-_'\- ’ -:
R A e
IS Pl T e S
b s ksl a ok R Sika 6.24.  Valanje plode a. Sreng plashicng
x zong | kontura deformacia, B
- 2

rkonfure naprezanjia na podefku
plastifikaciie, 1 - 250 MPa
naprezane ledenjs; 2 = 180 MPa,
3 - 100 MPa, 4 - 50 MPa

EEYIVALENTRO NAPREZAMIE (MPa)
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METODA KONACNIH ZAPREMINA (kontrolnih volumena)

* Metoda konacnih zapremina (MKZ) ima najvecu primenu u numeri¢koj mehanici fluida.
e lterativnost MKV cini je pogodnom za analizu nelineranih problema
* Najcesce krece od integralnog oblika zakona oCuvanja.
Qui + Ugen — Uiz = Usae
 Domen reSenja je podeljen u konacan broj kontrolnih volumena-zapremina (engl. control
volumes - CV) ili ¢elija (engl. cells ili voxels). Jednacine oCuvanja se primenjuju na svaku od
¢elija. U centru svake cCelije se nalazi ¢vor u kojemu se izraCunavaju vrednosti promenjivih

(u nekim sluc¢ajevima neke od vrednosti se postavljaju na stranice éelija). Ostale vrednosti
se dobivaju interpolacijom.

e Povrsinski i zapreminski integrali se aproksimiraju odgovaraju¢im kvadratnim formulama.
Kao rezultat dobija se algebarska jednacina za svaku celiju u kojima se pojavljuju neke
vrednosti susednih Celija. Ova metoda podrzava bilo kakav tip mreze te je pogodna i za

kompleksne geometrije.
' control volume
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METODA KONACNIH ZAPREMINA

Diskretizacija metodom konacnih zapremina

/

%+ Diskretizacija se sastoji u definisanju numericke mreze koja
se sastoji od konacnog broja racunskih tacaka koje
zamenjuju kontinualnu funkciju, npr. u =u(r,t), T=T(r,r)

.. . . o !' : o jEratnnnii  Evor
odgovaraju¢im vrednostima u datim tackama. el el 1ol o wranitni ivor
.v . e . . v . ,e . v . |
+* Numericka aproksimacija je bolja, Sto je vedi broj racunskih =TT 1.
tacaka. Prema tome, Cvrsto telo se deli na konacan broj l
. . . . NI HE] o CH
kontinualnih kontrolnih zapremina- volumena ili Celija , —r——r
-V . Ve . .e I
volumena V ogranicenih povrsinom S, koja se sastoji od aEaEEEt
odredenog broja Celijskih povrsina (Sk). L] F/
o o o a o ola
¢ Racunski évorovi su postavljeni u centar svakog prostora .
(KZ), a granicni ¢vorovi su postavljeni u centar granicne J5 I I I I I
povrsine Celije i sluze za defonisanje grani¢nih uslova L
¢ Diskretizacija prostora MKZ, radi jednostavnosti, deli prostor i«
na N jednakih kontrolnih volumena S e d
o] o als :EJ .-":; T o -::_lr-ll
. Wl SnE lx'l
D 2D —— e 1 .
1 2 i-1 i | il M-1 M
- A -

1

Sx; == =8x  (i=12...N)
N




C =
OP FAKULTET TEHNICKIHN NAUKA f MODELOVANJE I SIMULACIJA

Departman za proizvodno PROCESA DEFORMISANJA
‘ masinstvo ;'g, 8,

METODA KONACNIH ZAPREMINA

Cvor 1,15 (vor 15,15

Cvor 21,12

L \‘x Cvor 21,10

L] L] L]
m-1n| mn jm+1,m
N :

Cvor 15,1

L ]
mela Qi ma Qo

fe

w10 mn m+ln Qe m,n CF dani m-la
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METODA KONACNIH ZAPREMINA

Za reSavanje sistema ovom metodom potrebne su aproksimacije povrsinskih i zapreminskih

integrala.
" ' Povrsina celije sastoji se od 4 ( u 2D prostoru) ravne stranice,
I+ v . . . . .. . .
i A ] N - oznacene sa malim slovima koja odgovaraju njihovim smerovima
- . . - v .o . s .o
1 (e, w, n, s) uodnosu na ¢vor P koji se nalazi u centru Celije.
¥ T T ]
W Vo W g e me E| JEE Tok kroz granice celija - suma integrala kroz sve Cetiri stranice
3 v | &y
. Sl ]
i l
% B N R [ ras=3 [ as.
Ax 5 L
Xy xj Xisl

Za raCunanje povrsinskog integrala potrebno je poznavati funkciju f duz cele povrsine S. Ta informacija nije dostupna, osim
u ¢vorovima ( koji se nalaze u centrima éelija) te je potrebna aproksimacija koja se odvija u dva koraka:

e integral se aproksimira izrazima sastavljenim od vrednosti promenjivih na jednoj ili viSe lokacija na stranicama celija
e vrednosti na stranicama celija se aproksimiraju od vrednosti u ¢vorovima ( centrima celija)
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METODA KONACNIH ZAPREMINA

1. Najjednostavnija aproksimacija integrala je pravilo sredisnje tacke (engl. midpoint rule) : integral je
aproksimiran kao prozvod integranta (vrednosti funkcije) u sredistu stranice ¢éelije (Sto je samo po
sebi aproksimacija srednje vrednosti povrsine) i podrucja stranice celije:

F,=[fdS=f5, =f.s.
5,

Ovakva aproksimacija integrala je drugog reda tacnosti i zahteva vrednost integranta f na lokaciji "e".
S obzirom da vrednost od f nije poznata na lokaciji "e", potrebno ju je dobiti interpolacijom.

Da bi se saCuvala tacnost drugog reda koje donosi pravilo srediSnje tacke, vrednost fe treba se raCunati
postupkom koji je isto tako barem drugog reda tacnosti.

2. Drugi nacin aproksimacije povrsinskog integrala drugog reda tacnosti u 2D prostoru je pravilo
trapezoida, koje vodi do izraza:

5
F = 5 =—% +
. jf o+ 1)

U tom slucaju potrebno je izraziti tok u uglovima ¢elija. Za aproksimacije viseg reda, tok mora biti racunat
na vise od dve lokacije. Aproksimacija ¢etvrtog reda je Simpsonovo pravilo, koje aproksimira integral kao:

Fo= [ fiS =" 444 1)
fx,
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METODA KONACNIH ZAPREMINA

Volumenske i povrsinske sile

Yolumenske sile dicluju na cijelu mase clementa Evrstog tijela § prikazuju se kao
gile po jedinici mase Ivestog elementa (sile gravitacije, sile inercije, magnetne sile,

itd. ).
Povriinske sile nastaju djelovanjem direkinim kontakiom na element &vrsiog tijela

i prikazuju se kao sile po-jedinici povedine Svestog elementa (kontakine sile, sile
inercionog tremja, td. ),

Wolumenska sila fy uw tofki  clementa Evrstog tijela je granifna wrijednost
rezultanine sile AF, koja djeluje na sve tofke clementa &vrstog tjela | mase tog
clementa Am = pAlY 1.

AF, AF,

o= i = iy i (6.119)
kupna volumenska sila iznosi:
Fy = | fydm= | p fdV. {6.120)
w ¥
Isto tako povrsimska sila v tocks Svrstog tjela wnos:
f, = ﬂe;ri% i6.1217
Ukupna sila koja djeluje na konaénu povriinu:
F,=|fuds, i6.122)
5

gdje je  AF, — rezultanta svih sila koje djeluju na povriinu AS.

Jednadiba o odrianju momenta kolic¢ine kretanja

Prvi Canchyjev' zakon kretanja [10], izveden prema drugom Newtonowva zakofu
primijenjencm na Evrsto tijelo, 1ma oblik:
ij-pﬂ—uﬂ'lf'=lﬂ.'rﬂ'$+>|-;llnﬂ'1"' . (6.123)
ey 5 B

gdje su: @ - lenzor naprezanji, odnosno gy = &, § #J, lenzor naprezanja,
0 - pustoda,
¥V — volumen,
5 - povring,
i — veklor pomaka,
fo— rezultanta volumenskih sila koja djeluje na tijelo,
# — jediniéni vektor normale,
= vrijeme.

U izrazu (6.123) prvi Elan su inercione sile, drugi &lan se odnosi na povriinske sile,
a treci &lan na volumenske sile,

leraz (6.123) vaii za cijelo tijelo ili za dio volumena V ogranifenog povesinom 5, 5
vanjskim jediniZnim vektorom normale # na povedin S (slika 6,28.).

Siea 6.28.  Dielovanje volumenskih | povesinskih sifa na Svrsia alo
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Tenzor naprézanja , komponente pomaka n, vektor normale n i masene sile f
mogt se pisati u obliku:

Er Tw 1'-\._' i "'\r fl'lr
g=lt, o, T, |, w=lv, n=n. f,=|fy (6.124)
Ty Ty Op n, Jar
odnosno konstitutivee relacije [55]:
r}u r'hr '.I'.' thw |
=2 2+ 24,
oot BB s
i dL ﬂ'u.r
=i A S T I |- 2+ 34 (6.125)
;: | iy = (24 + 34 Jot
ﬂ'u.- |:].lr dv I:]'H-"
L= u— A — = A2+ 34 JoxT
Ty % ] (2u+34)
= ﬂq.eﬂ‘ . f T ﬂ_'_a_“-' . T .= a_l'.+d_“" -
MR T HE Ty J
'-',L.:E T, =T, =328_ ; Ty = f:. = e
: E Ev , e
I == ——. = ——. L koeficijenti,
edje su H M) o) o icienti

v - Poissonov koeficijent,

E = Youngov modul elastidnosti,
= modul smicanja,

o - koeficijent linegmog Sirenja.

6.4.4. Pocetni i graniéni uvjeti

Matematitki model se smatra kempletnim kada ima odredeng podetne 1 graméne
uvjele, rasto se mora izabrat odredemt broj 1 tip ovih uvjeta. Problem je dobro
postavijen kada ima rjefenja koja su jedinstvena i kontinuirano ovisna od pocetnih i
gramicinih - uvpeta,  Poletmi uvjel  mode o raspored  pomaka,  npr.
ulx, ¥, '{I:I-.:l,:, vf'r ¥ zﬂj:

Food definiranja gransénih uvieta moguée je primijenitl vide vrsta granénily vjeta,
medutim svi s¢ mogu klasificinan w dvije goupe:
o Dirichletovi granifai ovjeti, gdje je na granicama zadana vrijednost Zavisng
promjenjive dnpr. zadan: pomalk ili wmperatura),
* Nesmannov: gramitni uvjeti kads su zadane wrijedaosti gradijenta zavispg
promjenjive (npr. Zadand naprene)




